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1 Wstȩpne informacje

Rozprawa doktorska pana Artura S labuszewskiego zosta la napisana pod kierunkiem pana
dr hab. Przemys lawa Górki.

Dotyczy ona problemu istnienia zanurzeń, w tym zwartych zanurzeń z przestrzeni So-
bolewa typu u lamkowego, zadanej na przestrzeni metrycznej, w przestrzeń typu Lp lub w
u lamkowa̧ przestrzeń Sobolewa. Istnienie takiego zanurzenia to punkt wyj́scia, aby roz-
wijać teoriȩ równań cza̧stkowych zadanych na strukturach ogólnych, jakimi sa̧ na przyk lad
fraktale, grafy, lub przestrzenie Euklidesowe z niestarndardowa̧ (quasi) metryka̧ lub miara̧.

Potrzeba takich badań jest podyktowana przez różne modele matematyczne w naukach
stosowanych. W ujȩciu Euklidesowym zanurzenia wykorzystuje siȩ do dowodzenia istnienia
i regularności rozwia̧zań równań zdegenerowanych typu eliptycznego i parabolicznego. Dla-
tego teoria przestrzeni Sobolewa w ujȩciu Euklidesowym by la i jest obiektem zaintereoswań
na przyk lad szko ly czeskiej, wokó l A. Kufnera i B. Opica, szko ly niemieckiej stworzonej
przez profesora H. Tribla, oraz rozwijanej przez D. Haroske. Badania sa̧ także prowadzone
w ośrodkach polskich. Zanurzeniami dla przestrzeni Sobolewa w różnych ujȩciach intersuje
siȩ szko la wroc lawska, np. Krzysztof Bogdan, Bart lomiej Dyda, czy szko la poznańska, na
przyk lad Leszek Skrzypczak i wspó lpracownicy.

Nierówności typu Hardiego-Sobolewa dla przestrzeni typu u lamkowego: S lobodeckiego i
Besowa, nawet w ujȩciu Euklidesowym z miarami, nie doczeka ly siȩ jeszcze zamkniȩtej teo-
rii. Przestrzenie typu u lamkowego to także narzȩdzie wardzo ważne. Ich teoria powia̧zana
jest z analiza̧ operatorów nielokalnych i cieszy siȩ ogromnym zainteresowaniem.

Analiza na przestrzeniach metrycznych jest bardzo intensywnie rozwijana w ostatnich
latach. Jest ona rozwijana także przez promnotora rozprawy. Spośród znanych mate-
matyków z ośrodków zagranicznych jest i by la ona rozwijana miȩdzy innymi przez: A.
Alvorado, L. Ambrosio, A. J. Bjornów, J. Cheegera, P. Haj lasza, nieżyja̧cego już mate-
matyka J. Heinonnena, S.V. Kanyagina, P. Koskelȩ, L, Malego, N Shanmugalingam, A.
Volberga, Y. Zhou.

Rozprawa wpisuje siȩ w nurt intensywnych badań z ostatnich lat.

Narzȩdzia pracy to żmudne i pomys lowe od strony technicznej rachunki, po la̧czone z
solidna̧ wiedza̧ dotycza̧ca̧ topologii, analizy funkjonalnej, teorii miary i geometrii prze-
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strzeni metrycznych. Rozważania sa̧ precyzyjne, czȩsto zamkniȩte w obrȩbie postawionego
pytania, oraz przydatne do zastosowań.

Efektem rozprawy jest spójne przedstawienie wyników dotycza̧cych istnienia zanurzeń,
w tym zwartych zanurzeń, dla przestrzeni Sobolewa typu u lamkowego.

Wyniki bazuja̧ na serii czterach prac wspó lautorskich uzyskanych wraz z promotorem,
oraz promotorem i R. Alvorado, czȩść z nich jeszcze siȩ nie ukaza la w druku w chwili
pisania recenzji.

Rozprawȩ uważam za wartościowy i ciekawy wk lad w rozwój teorii przestrzeni Sobolewa
na przestrzeniach metrycznych.

2 Omówienie rozprawy doktorskiej

2.1 Organizacja pracy oraz źród la

Rozprawa liczy 143 strony wraz z bibliografia̧ licza̧ca̧ 108 pozycji, w tym cztery pozycje
- [5],[6],[51],[52] - na których bazuje rozprawa. Ca lość to konsekwentna i spójna analiza.
Prezentacja wyników dokonuje siȩ w kilku etapach, które z ogólnym zarysie przebiegaja̧
nastȩpuja̧co:

(a) Wstȩpne informacje o rozprawie (Wstȩp);

(b) Omówienie podstawowych obiektów w pracy: (Rozdzia l 1 - Preliminaria);

(c) Omówienie wyników o cia̧g lych zanurzeniach dla u lamkowych przestrzeni typu Sobo-
lewa (Rozdzia l 2 - Cia̧g le zanurzenia przestrzeni W α,p

s );

(d) Omówienie wyników o zwartych h zanurzeniach (Rozdzia l 3 - Zwarte zanurzenia);

(e) Bibliografia.

Wyniki w la̧czone do dorobku rozprawy bazuja̧ na:

• dwóch wynikach trójautorskich wspólnych z promotorem oraz R. Alvorado, nie opu-
blikowanych w momencie z lożenia rozprawy:

[5] “Borel regularity is equivalent to Lusin’s Theorem” - praca w przygotowaniu;

[6] “Compact embeddings of Sobolev, Besov and Triebel-Lizorkin spaces”, 49 str. -
praca z lożona do druku;

• dwóch pracach opublikowanych, wspólnych wraz z promotorem

[51] “Embedding of fractional Sobolev spaces is equivalent to regularity of the me-
asure”, Studia Mathematica 268(3) (2023), 10 str.;

[52] “Embeddings of the fractional Sobolev spaces on metric measurable spaces”, Non-
linear Analysis 221 (2022), 23 str.

Choć brak jest prac samodzielnych, z dostarczonych deklaracji wynika, że doktorant
w loży l bardzo dużo w lasnej pracy w uzyskanie wyników.

Wyniki sa̧ spójne tematycznie, sa̧ one przedstawione w sposób ciekawy i przejrzysty.

Organizacjȩ pracy uważam za dobrze przemyślana̧, wybór źróde l jest prawid lowy, a
sama rozprawa napisana jest bardzo starannie.
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2.2 G lówne wyniki, narzȩdzia pracy

Rozprawa w sposób spójny i konsekwentny odnosi siȩ do problemu cia̧g lych i zwartych
znurzeń dla u lamkowych przestrzeniach Sobolewa. Oba cele badawcze: badanie cia̧g lych
znurzeń, oraz ich zwartość, sa̧ bardzo dobrze umotywowane i sa̧ obiektem badań w wielu
ośrodkach.

Wstȩp. Bardzo ważna̧ rolȩ odgrywa rozdzia l “Wstȩp”, który omawia wyniki roz-
prawy. Kluczowymi u lamkowymi przestrzeniami Sobolewa sa̧: przestrzenie S lobodeckiego,
Haj lasza-Sobolewa, Haj lasza-Biesowa, oraz Haj lasza - Triebla Lizorkina. Interesuja̧ce jest
ich zanurzenie w przestrzenie Lp. Wszystkie te przestrzenie sa̧ definiowane na prze-
strzeniach metrycznych wyposażonych w miarȩ borelowska̧, która nie musi być niezde-
generowana. G lównym celem pracy jest analiza cia̧g lych i zwartych zanurzeń pomiȩdzy
u lamkowymi przestrzeniami Sobolewa, oraz tego typu zanurzeń w przestrzenie Lebesgue’a.
Rzetelnie przedstawiona jest historia badań nad w lasnościami tych przestrzeni, oraz doku-
mentuja̧ce ja̧ pozycje w literaturze. Po wstȩpnym omówieniu przestrzeni nastȩpuje bardziej
szczegó lowe omównienie rozprawy, w tym narzȩdzi oraz żróde l inspiracji.

Rozdzia l wstȩpny jest ciekawy i rzetelnie zredagowany.

Rozdzia l 1-Preliminaria. Kolejnym rozdzia lem jest rozdzia l - Preliminaria. Czy-
telnik zamoznaje siȩ w nim z podstawami z teorii miary i topologii, oraz powia̧zaniami
pomiȩdzy nimi, które okaża̧ siȩ kluczowe. Nie wszystkie zamieszczobne tu wyniki sa̧ kla-
syczne. Rozdzia l ten zawiera także nowe wyniki:

• Twierdzenie 20 o tym, że twierdzenie  Luzina implikuje borelowska̧ regularność miary
w niej wystȩpuja̧cej;

• Stwierdzenie 36 o równoważności warunków: (i) ca lkowitej ograniczoności przestrzeni
(X, d) (ii) dodatniości funkcji h(r) := inf{µ(B(x, r)) : x ∈ X} (iii) warunku δ
- podwajania dla miary µ (dopisa labym tutaj) “dla każdego” δ > 0. S lowo “dla
każdego” jest pominiȩte w sformu lowaniu, lecz moim zdaniem wynika z dowodu;

• Twierdzenie 38, które stanowi ogólna̧ charakteryzacjȩ zachodzenia Lematu Ascoli-
Arzela, w tym równoważność z ca lkowita̧ ograniczonościa̧ przestrzeni.  La̧czy ono
kilka znanych wcześniej implikacji oraz metod, lecz takie ujȩcie jest nowe;

• Twierdzenie Hansona z pracy [6] o warunku na ca lkowita̧ ograniczoność zbioru F w
przestrzeni funkcji mierzalnych. Tu mam zastrzeżenie do wyrażenia “Ponadto jeśli V
jest borelowski to zachodzi implikacja w druga̧ stronȩ” w sformu lowaniu twierdzenia.
Nie jest jasne o która̧ implikacjȩ chodzi. Otóż w sformu lowaniu twierdzenia wystȩpuja̧
dwie implikacje:

Jeśli (X, d) jest ośrodkowa oraz V (...) =⇒ zachodzi nastȩpuja̧cy warunek na F :

Jeśli zachodza̧ (i)-(iii) dla F =⇒ F jest calkowicie ograniczona.

Poradzi labym korektȩ sformu lowania twierdzenia, oraz bardziej opisowe informacje
(strategiȩ) w dowodzie.

Mam także pewne inne drobne uwagi krytyczne:
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• W rozdziale 1.6, sformu lowanie tezy (ii) Lematu 5.2 jest niepe lne, gdyż nie jest jasne
co to jest Ψrj+1,rj . Definicjȩ tȩ odnalaz lam w dalszej czȩści rozprawy, na stronie
77. Ponadto dowód tej tezy jest pominiȩty a czytelnik jest przekierowany do pracy
[4]. Bardziej stosowne by by lo zasta̧pienie wyrażeń “powtarzaja̧c rozumowanie z [[4],
konstrukcja 15]” zamieszczenie argumentacji, jej szkicu, lub choćby przekonuja̧cego
kluczowego argumentu.

• W rozdziale 1.9 o przestrzeniach Haj lasza - Besowa i Haj lasza - Triebla - Lizorkina
nie widzȩ zdań wprowadzaja̧cych i chȩtnie dowiedzai labym siȩ tutaj o źród lach i
motywacjach.

Pomimo uwag także krytycznych, opracowanie tego rozdzia lu wymaga lo bardzo dużo
pracy. Przedstawione sa̧ tu bardzo wnikliwe i g lȩbokie rozważania teoretyczne na pograni-
czu topologii i teorii miary. Wymagaja̧ one bardzo precyzyjnych i żmudnych, technicznych
oszacowań, jak na przyk lad Lemat 5.3 na temat iteracji oszacowań liczbowych. Wbrew
nazwie Prelminaria - jest to rozdzia l badawczy.

Rozdzia l 2. Rozdzia l ten jest poświȩcony analizie cia̧g lych zanurzeń dla u lamkowych
przestrzeni Sobolewa. Punktem wyj́scia niech bȩdzie praca Bart lomieja Dydy [35], gdzie
pokazano, że w przypadku gdy za lożymy (a1) oraz (b1), gdzie (a1) αp < s, (b1) miara µ
jest s- regularna z do lu, to zachodza̧ zanurzenia:

Wm,p
s (X, dµ) → Y (1)

gdzie Y = Lp∗(X,µ) dla p∗ = sp/(s− αp). Przedstawione zosta lo rozszerzenie wyniku do
nastȩpuja̧cych przypadków

• gdy za lożenie (a1) zasta̧pimy przez (a2): αp > s. W tym wypadku z miejscu Y w
zanurzeniu (1) wystȩpuja̧ funkcje Hölderowsko cia̧g le C0,α−s/p(X, d) (Twierdzenia 76
i 77);

• gdy za lożenie (a1) zasta̧pimy przez (a3): αp = s. W miejscu Y w zanurzeniu (1)
wystȩpia̧ wtedy przestrzenie Orlicza typu ekspotencjalnego (Twierdzenia 76 i 80);

• gdy zachowane jest (a1) lecz w miejscu Y w zanurzeniu (1) wystȩpuja̧ przestrzenie
typu Morrey’a Campanato (Twierdzenia 76, 80);

• gdy przestrzeń Y w zanurzeniu (1) to przestrzeń Haj lasza-Sobolewa (Twierdzenie 88
z Rozdzia lu 2.5). Choć wyniki czasem można wydedukować z innych prac, przedsta-
wione sa̧ bezpośrednie metody dowodów, z potencjalna̧ możliwościa̧ zastosowań.

Ponadto w Rozdziale 2.4 przedstawina zosta la analiza optymalności warunków dla zanu-
rzeń (1) w przestrzenie Lebesgue’a oraz Höldera.

Drugim aspektem jest przedstawienie warunków dostatecznych na miary, aby zacho-
dzi ly zanurzenia (1). Kluczowy jest techniczny rozdzia l 2.2, gdzie oszacowana jest norma
funkcji wycinaja̧cej. Nastȩpnie w rozdziale 2.3 pokazane jest, że istnienie odpowiedniego
zanurzenia dla miary s- regularnej z góry implikuje jej s- regularność z do lu (Twierdzenia
82-85).

4



Wyniki sa̧ bogato zilustrowane przek ladami i uwagami, w które w lożona jest syzy-
fowa praca. Choć czasem nie jest to konieczne, ogromna staranność jest w lożona także
w oszacowania sta lych. Rachunki wymagaja̧ ogromnej dok ladności i cierpliwości, sprytu
technicznego, oraz wiedzy na temat technik z innych prac. Analiza z tego rozdzia lu jest
bardzo g lȩboka.

Rozdzia l 3 dotyczy analizy zwartych zanurzeń dla u lamkowych przestrzeni Sobolewa w
przestrzenie Lebesgue’a, oraz w u lamkowe przestrzenie Sobolewa. Pierwsze wyniki, w tym
twierdzenia 96, 98 i 101 dotycza̧ zwartego zanurzenia z u lamkowych przestrzeni Haj lasza-
Besowa oraz Haj lasza-Triebla-Lizorkina w przestrzenie Lebesgue’a. Nie jest jasne dla mnie
sformu lowanie twierdzenia 98. Twierdzenie ma nastȩpuja̧ca̧ strukturȩ. Wyróżniamy w nim
trzy zdania: (A),(B),(C), gdzie
(A): Niech (X, d, µ) bȩdzie przestrzenia̧ metryczna̧ z miara̧, ktora spe lania µ(X) < ∞;
(B) Wówczas (...) zanurzenia (3.15) sa̧ zwarte;
(C) Ponadto jeśli za lożymy (...), oraz że przynajmniej jedno z zanurzeń w (3.15) jest cia̧g le,
to µ(X) < ∞.
Zdanie (C) potwierdza za lożenie ze zdania (A), oraz zak lada fragment wniosku ze zdania
(B) (zanurzenia zwarte sa̧ cia̧g le). Trzeba poprawić sformu lowanie twierdzenia.

Twierdzenie 101 z rozdzia lu 3.2 to jeden z g lównych wyników rozprawy. Dotyczy ono
zanurzeń u lamkowych przestrzeni Haj lasza-Besowa oraz Haj lasza-Triebla-Lizorkina z miara̧
µ w przestrzenie Lebesgue’a wyposażone w ewentualnie inna̧ miarȩ. Jest to g lȩbokie twier-
dzenie z solidnym, d lugim dowodem. Warto zauważyć, że miary wystȩpuja̧ce w twierdzeniu
nie musza̧ spe lniać warunków typu podwajania, co wskazuje na nietrywialność rezultatów.
Wynik zaopatrzony jest w wiele cennych uwag. Ciekawe sa̧ także rozważania rozdzia lu
3.3, które dotycza̧ zanurzeń z u lamkowych przestrzeni Haj lasza-Besowa oraz Haj lasza-
Triebla-Lizorkina w przestrzenie tego samego typu. Bardzo interesuja̧ce jest twierdze-
nie 111, w którym jest miȩdzy innymi pokazane, że przy bardzo ogólnych za lożeniach
zwartość zanurzeń dla u lamkowych przestrzeni typu Sobolewa w przestrzenie Lebesgue’a
jest równoważna ich zanurzeniom w przestrzenie u lamkowe Sobolewa. Choć tutaj te prze-
strzenie sa̧ określone dla tej samej miary, we wniosku 114, 115 i 116 znajdujemy wyniki o
zanurzeniu u lamkowych przestrzeni z miara̧ µ w u lamkowe przestrzenie z ewnetualnie inna̧
miara̧.

Rozdzia l 3.4 analizuje zanurzenia dla przestrzeni typu S lobodeckiego. Twierdzenie 118
odnosi siȩ do zwartych zanurzeń w przestrzenie Lebesgue’a, natomiast stwierdzenia 119 i
120 - do zwartości zanurzeń pomiȩdzy przestrzeniami S lobodeckiego.

Znajdujemy też ilustracje dotycza̧ce optymalności zanurzeń, w tym kilkustronicowy
przyk lad 121, informacje o sytuacji gdy przestrzeń Slobodeckiego to przestrzeń Lp (twier-
dzenie 122), oraz solidny lemat 124, charakteryzuja̧cy niezwarte zanurzenia pomiȩdzy prze-
strzeniami Lebesgue’a.

W ostatnim rozdziale, 3.5, analizowany jest problem niezwartości zanurzeń pomiȩdzy
u lamkowymi przestrzeniami Sobolewa i przestrzeniami Lebesgue’a. Jak siȩ okazuje, ze
zwartości zanurzeń można wywnioskować ca lkowita̧ ograniczoność przestrzeni (twierdzenie
125), lub skończoność zbiorow delta-rozdzielonych (lemat 126). Przyk lady 128 oraz 129
ilustruja̧ zwartość i niezwartość zanurzeń dla miary typu exp(ϵbβ)dx, gdzie ϵ ∈ {+1,−1},
zadanej na pó lprostej. Bardzo ciekawy jest przyk lad 130 z konstrukcja̧ przestrzeni (skompli-
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kowany grzebień), dla której zachodzi zwartość odpowiedniego zanurzenia, lecz przestrzeń
ta nie jest lokalnie ca lowicie ograniczona w otoczeniu żadnego punktu. Ilustracja zajmuje
kilka stron solidnych rachunków i mog laby stanowić oddzielna̧ publikacjȩ.

Podsumowuja̧c analizȩ tego rozdzia lu zauważam, że w pracȩ badawcza̧ w lożony zosta l
ogromny wysi lek. Jest tu dużo nowych, g lȩbokich i nietrywialnych, a także nie spodzie-
wanych wyników, ktore sa̧ zaopatrzone analiza̧ optymalności za lożeń, oraz spora̧ liczba̧
pouczaja̧cych ilustracji.

Stosowane narzȩdzia pracy wymaga ly bardzo dużej sprawności rachunkowej i po-
mys lowości, oraz znajomości literatury, ponadto cierpliwości i ogromnej pracowitości.
Przedstawiona analiza jest bardzo obszerna i g lȩboka, wiȩkszość wyników to dowody pe lne,
zakończone ilustracjami.

Ze wzglȩdu na ciekawe i g lȩbokie wyniki otrzymane przy bogatej wspó lpracy, oraz na
bogaty dorobek ca lościowy, wnioskujȩ o wyróżnienie rozprawy.

3 Konkluzja

Biora̧c pod uwagȩ dokonane osia̧gniȩcie, po przedstawieniu zarówno pozytywnych jak i
negatywnych aspektów oceny, z pe lnym przekonaniem stwierdzam, że przedstawiona roz-
prawa doktorska w pe lni spe lnia wymagania zwyczajowe i ustawowe stawiane rozprawom
doktorskim i wnoszȩ o dopuszczenie pana mgr. Artura S labuszewskiego do dalszych etapów
przewodu doktorskiego. Dodatkowo wnioskujȩ o wyróżnienie rozprawy.

Z wyrazami szacunku,

Agnieszka Ka lamajska
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